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Abstract 
The study on quantum free electron laser (QFEL) will be presented. The spectrum of QFEL is composed by a single 

narrow line, while SASE FELs provide spiking behavior. QFEL will provide a huge improvement in coherence. First, we 
discuss an FEL by a single electron. Second, we discuss many electrons case. Last section, we discuss a possibility on 
quantum enlargement in an FEL. 

 

1. はじめに 

自由電子レーザー(FEL)は 1971 年に、M.J. Madey が
提案した[1]。ここでは量子力学で議論している。その後
の約 10 年も、量子力学で多くの論文が提出された。文
献[2]の Madey の論文によるゲインの計算式、つまり、 
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この式の上部、そこの分母と分子のプランク定数 h が
キャンセルし、古典力学で記述できる事が判明し、加速
器による装置が急激に進展した。他方、量子 FEL は、理
論研究のみが進んだ。 
古典力学領域と量子力学領域の境は、量子 FEL パラ

メーター ρ によって決まる。これは、フォトン１個の反跳
運動量と飽和時の電子の運動量の拡がりとの比である。

1ρ ≤ の場合に量子効果が表れる。 
量子 FEL パラメーターは、文献[3]において 
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で与えられる。ここで、 ρ は、従来の古典力学の FEL パ

ラメーターであり、 rλ は放射波長、 cλ はコンプトン波長

である。 
提案されている量子 FEL において、 文献[4]は、レー

ザーアンジュレーターを採用している。その共鳴条件は 
   ( )2 2

0 01 / 4r ra Xλ λ γ= + +  

となる。ここで、分母の４は、レーザーアンジュレーターを
用いている事を示している。ここで、 04 /r cX γ λ λ=  
であり。電子の反跳の効果である。 

図 1 で、レーザー波長に対して、 100ρ = 、 1ρ = 、
0.4ρ = の電子の大きさ（確率分布）を示している[5]。 ρ

が小さくなると、SASE のスパイク状の波形が周期性を帯
びるようになる。 1ρ << で、量子 FEL となる。 

   
Figure 1: Electron probability distribution in the 
ponderomotive potential (green) for different values of the 
quantum FEL parameter. This figure is derived from 
ref. [5]. 
 

2. 電子１個の量子 FEL 方程式 

電子とともに運動する座標系、Bambini-Renieri 座
標系、 W Lk k k= = である座標系で議論する。電子
はゆっくりした速度で動く。 
ベクトル・ポテンシャル A で表される電磁場の中で

の電子の運動のハミルトニアンは、 
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通常の FEL 動作では、

2A は、定数であるから、ゲー
ジ変換で、波動関数の位相の項に含まれる。 

波動関数ψ に対し、第 2 項は、 
( ) ( )p A p A A pψ ψ ψ⋅ = ⋅ + ⋅  

で あ る が 、 p i= − ∇ と ク ー ロ ン ゲ ー ジ 条 件 の 
0A∇⋅ =  とを利用して、 
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となる[6]。 

2.1 シュレディンガー方程式モデル 
2.1.1 二準位モデル 

回転波近似を用いて、2 準位レーザーとして近似でき
る。2 準位モデルが成立する。図 2 に示す[7]。 

( ) ( ) ( )e gt t e t gψ ψ ψ≡ +  . 

最初は、ポンピングされているので、 ( )0 1eψ =  およ

び ( )0 0gψ = であるが、動作開始後、前者が減り、

後者が増加する。 
 
 

 
 
Figure 2: This figure shows two-level model of QFE, 
which is derived from ref. [7]. 

 
 
図 2 の縦軸は、電子の運動量である。励起状態 | e〉か

ら 2 k の放射があり、基底状態 | g〉に落ちる。その後は、
ラビ振動をする。 
 
2.1.2 Bambini-Renieri 基準座標系 

Bambini-Renieri 基準座標系では、 L Wk k= が成立す

る。[ ]Lab
は実験室系を意味する[8]。 
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を導入して、 シュレーディンガー方程式は、 
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である。FEL 振り子の方程式は、 
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となる。 
まず、摂動の無い定常の式は 
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として、その時間発展は、ユニタリー変換により、  

( ) ( ) ( ), , 0z t U t z tψ ψ= =  

と表現される。 
          

2.2 SO 法による数値計算 
非線形項 ( )cos 2kz を含むので、単純な解析はできな

い。数値解析も工夫がいる。Split Operator (SO)法と呼ば
れる最低次の Symplectic integrator (SI)を用いる[9]。 
ハミルトニアンで表現して、 

          i H
t
ψ ψ∂

=
∂

  

ここで、     
0H H G= +   

とした。形式解は 
       ( ) ( )/ 0iHtt eψ ψ−= 

      

である。 
これを、分割演算子法(split operator method)と呼ばれ

る方法で数値計算する。まず、大域的時間間隔の領域 

[ ]0, t を、 N t t∆ = に分け、短い時間間隔 t∆ の伝搬演

算子の積で表す。つまり、 
    

/ / / /iHt iH t iH t iH te e e e− − ∆ − ∆ − ∆= ⋅⋅⋅     
である。 

次に、Baker-Campbell-Haussdorf 公式を利用する。 
           

A B Ce e e=  
とした場合、 
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である。 
本問題では 

      0A H=  B G=    
であるから、 
      0 1H G H Ge e e+ ≈  
であり、誤差は 
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であるが、演算子を対称な表現、 
0 0 0/ 2 / 2H G H HGe e e e+ −≈  

にすると、その誤差が減る。 
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ここで、演算子 ẑ を、時間 t における平均値 z としている。

第 1 項と 3 項は、演算子（q 数）のままであるが、フーリエ

変換で叩き込み積分し、波数空間で演算をして、逆フー

リエ変換して、c 数にする。 
 

2.3 電子 1 個からのアンジュレーター放射実験 
上記の計算方法と実験結果を比較したい。電子 1 個

を作る方法は 2 つある。シカゴのように電子錠のダークカ
レントから作る方法[10]、リングのビームをキッカーで減ら
す方法である。 

後者は、文献 [11]のように、VEPP-3 リング（周長
74.7 m エネルギー350 MeV）のオプチィカル・アンジュ
レーター（66 周期）からの電子１個の放射を観測を計測
した報告がある。また、文献[12]のように、ストレージ・リン
グに電子 1 個を保持し、そのアンジュレーター放射を観
測していている。 
 

3. 多数電子による QFEL モデル 

3.1 ボソン近似 
電子はフェルミオンであり、パウリの原理に従う。つまり、

同一の１粒子状態 2 個以上の粒子が占有することは許さ

れない。その統計性の制約が計算を難しくする。ボソン

系の方が、取り扱いが易しいので、フェルミオン系の波

動関数をボソン系 imc に写像して扱うのが、ボソン展開法

である[13]。量子 FEL モデルでも、ボソンで理論を進め

ている[4]。 
フェルミオン N 個の粒子が、準位１または準位２にある

とする。その各準位は、 
, 1, 2,..... 1,m j j j j j= − − + − + −  

の ( )2 1j + 個の準位に縮退しているとする。 

ここで、粒子数 N と準位の縮退度とが等しいような系

を考える。つまり、 2 1N j= + とする。 
†
imc 、 imc を準位 i =1 または i=2 における粒子の生成・

消滅演算子とする。m は角運動量の z 成分である。 
i=1 の準位は、完全に占有され、i=2 の準位は、完全

に空いているとする。これを基底状態とする。 
ここで、新しい演算子を導入する。つまり、 

† †
2m ma c=  2m ma c=  †

1m mb c=  †
1m mb c=  

とする。
†
ma  ma は、準位２における電子の生成・消滅演

算子であり、
†
mb  mb は、準位１における空孔の生成・消

滅演算子である。 
真空 0 は、 

0 0 0m ma b= =  
である。 

ここで、次の式で定義される演算子を導入する。 
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で、準位 2 における粒子数、準位１における空孔数を示

す。 

( )1 ˆ ˆ
2z p hS n n N= + −  

として、 

,x y zS S iS  =   ,y z xS S iS  =   [ ],z x yS S iS=  

が成立する。これらは、スピン角運動量演算子と呼ばれ
ている。 

3.2 FEL ブロッホ方程式 
論文では、ヘリカル・アンジュレーターにおける回転運

動を議論する。電子と場の結合演算子 R̂ を作る。これは
シュインガー演算子と呼ばれる。 
外部磁場と変動する磁場による物理量 R̂ の運動は、

ハイゼンベルク方程式に支配される。さらに、上記の論
理で、ボソンの交換関係を利用する、詳細な計算は文献
[14]で示す。最後に量子・擬ブロッホ方程式を得る。 

 
dR R i DR
dt

ω= ×Ω−    

( )1 2 3, ,R R R R≡    . 

 

3.3 外界との取り合い 
現実には多数の粒子から出来ていて、また個々の粒

子は、熱浴に接している。スピン系のエネルギーは、他
の自由度に移っていく。この速度の目安として、緩和時
間を導入する必要がある。 

磁気モーメントの場合のブロッホ方程式の方法は確
立されている[15]。以下の式で、 1T を縦緩和時間と
言う。スピンと外界の相互作用による。 2T を横緩和時間
と言う。スピン・スピンの相互作用による。 

[ ]1 1
1

2

dR RR
dt T

= ×Ω −  
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[ ]2 2
2

2

dR RR
dt T

= ×Ω −  

[ ]3 3 0
3

1

dR R RR
dt T

−
= ×Ω − . 

おそらく、これに類似の FEL ブロッホ方程式が成立する
だろう。 1T は、上位と下位のエネルギー移動であり、 2T
は、スリッページを表すと考えられる。 0R は初期エネル
ギーである。 0R は、NMR における初期磁化 0M  に相
当するだろう。 

4. 量子 FEL の設計 

量子 FEL を実現するために、システムのパラメーター

が検討されている[4]。これを表１に示す。 
 

Table 1: QFEL System Parameters 
Parameter Symbol 

/unit 
Value 

FEL-parameter ρ   56.6 10−×  
Radiation wavelength  nm  0.2 
Laser wiggler wavelength  µm  1 
Laser power   TW  2 
Electron beam   γ   36 

 
 
レーザーウイグラーを採用するので、電子加速器は約

18 MeV で済む。しかしながら、電子銃のスペックが厳し
く、要求されるパラメーターを表 2 に示す。 

 
Table 2: Electron Gun Design for QFEL 

Parameters Unit Value 

Peak current  A 3058 
e-beam radius mm 10 
Bunck length mm 97.3 
emittance mm-mrad 0.05 
 

 
最近の開発、文献[16]によれば、 1n nmradε = 、

25
s

mσ µ= 、電子数 6 710 ~ 10eN = が報告されている。 

 
Table 3: QFEL Performance 

Parameter Symbol/Unit Value 
QFEL parameter ρ  0.2 
Gain length  gL /mm 1.47 

 

性能を表３に示す。通常の FEL のようにゲイン長の 10
倍強が飽和長だと理解すれば、長さ 2 cm がウイグラー

（アンジュレーター）の全長である。 

5. ウィグナー関数の導入 

波動関数ψ を場の演算子ψ̂ として、第 2 量子化する。
まず、直交条件を 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ,ψ θ ψ θ δ θ θ′ ′= −    

規格化条件を 

( ) ( )2
0

ˆˆ ˆ ed Nπ ψ θ ψ θ θ+ =∫  
とする。ハミルトニアンは 
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である。級数を仮定する。 

     ( ) ( )ˆˆ n n
n

c uθ θψ
∞
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ここで、級数   

( ) 1
2

im
n eu θθ

π
=   

を用いる。直交条件は、 
†

,ˆ ˆ,n m n mc c δ  =   
である。 
この場に対するハイゼンベルク方程式は 
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e
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π θρ θψ θ ψ θ δ−= ∫ +


 

である。 
ウィグナー関数は 

  ( ) ( ) ( )/ 2 2 †
/ 2

1, , ,im
m z d e z zW π θ

πθ θ ψ θ θ ψ θ θ
π

′−
− ′ ′ ′= ∫ − +  

を得る。これから、量子 FEL の性質を理解する重要な基

礎方程式である。 

6. QFEL における“量子もつれ” 

6.1 問題設定 
量子もつれは、現代物理学において、非常に重要な

話題である。文献[17]は、XFEL での１個の電子から出た
２個の光子が量子もつれを起こしている事を予言してい
る。そこでは、電子ビームがディラック方程式に従うとして
議論している。 

ここでは、反対に、１つの光子から電子・陽電子になる

場合を考える。 

ヘリカル・アンジュレーターの中で、光子から電子・陽

電子が対発生したとする。擬電磁場が、この２つに衝突

したとする。擬電磁場は、ヘリカル・アンジュレーター磁

場がローレンツ変換された場であり、弾性散乱であり、エ

ネルギー移行がないので、角運動量の和はゼロである。

回転運動の右回りを Rl として、左回りを Ll とする。擬電磁

場は、電場と磁場の大きさは等しくないので、スパイラル

に運動して、対消滅は起きない。この状態は 
| | | ||

2
R Z L Z L Z R Z

RL
l l l l

ψ + − + −〉 〉 + 〉 〉
〉 =  

と表される。プラスにしたのは、固有スピン（フェルミオン）

ではなく、単なるサイクロトロン回転(ボソン)であるからで
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ある。 
通常は 

      
( ) ( )

_

| | | |
|

2
R L R Lz z

two body

l l l l
ψ − +

〉± 〉 〉± 〉
〉 =  

のように、q ビットの積で表せる。しかし、 | RLψ 〉 は、q ビッ

トの積で表せない。つまり、エンタングルしている[18]。 
EPR 問題は、2 個の電子を議論する。しかし、電荷は

議論されない。クライン・ゴルドン方程式を用いて物質波
として進む。 

6.2 ウィグナー方程式 
最初に角運動量状態の変動 pθ∆ があり、次に磁場が

無くなると、回転は消え、進行方向の運動量の変動 zp∆
を起こす。基準系より速い電子と基準系より遅い陽電子

となる。その運動量を zp と zp− とする。 
1 次元の 2 個の電子のウィグナー方程式は 文献[19]

によれば 

( )

( )

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

, ; , ;

, ; , :

W W
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W W

f fp pf x x p p t
t m t m t

dp dp f x x p p p p t V

∂ ∂∂
+ +

∂ ∂ ∂
′ ′ ′ ′= ∫ ∫ + +

 

ここで、 
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1 2 1 2 1 22 3

1 1 2 2
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( , ; , ; )

2exp

, ,

W
iV x x p p t dx dx

i x p x p

V x x x x V x x x x

π
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   ′ ′× − +  
  

′ ′ ′ ′× + + − − −  





 

V  は、空間電荷ポテンシャルである。 初期条件を 

( )

( )( ) ( )( )

2 20 0

0 1 1 1 1

1 2 1 2

2 20 2 0 2

1 1 2 2

, ; , exp exp

exp exp

W

x x x x
f x x p p N

p p p p

σ σ

σ σ

− −
= − −

× − − − −

      
                 

として摂動論で解いていく。 
上記の波動関数を、物質波で置き換え、陽電子を取り

込む。ウィグナー分布を求め、これをプロットし、負となる
領域が、”量子もつれ”である[20]。 
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