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Abstract
I present an analytical description of the phase space evolution of electrons in a self-amplified spontaneous

emission (SASE) Free Electron Laser (FEL) operating in the linear regime before saturation, by solving the one
dimensional FEL equation together with the solution of the cubic equation, which represents the evolution of the
FEL power. The optimum bunching of electrons on the scale of the radiation wavelength is analytically derived
from the solution of the phase space evolution. The well known saturation conditionρNw ≈ 1 is derived from the
optimum bunching.

SASE-FELにおける電子位相空間分布の時間発展の解析解

1 . はじめに

Self Amplified Spontaneous Emission (SASE)自由
電子レーザー (FEL)は、共振器ミラーの使えない、X
線領域でのレーザー生成を目的として主に開発され
ている [1]。SASE FELの理論的な研究によると、発
振プロセスはおおまかに 3段階にわけられる [2]。自
発放射光が支配的な不活性領域 (lethargy regime)と呼
ばれる第 1段階では、電子が通過したアンジュレー
ター周期数 (Nw) の逆数に比例して放射光のスペク
トル幅が狭くなる。これにより、アンジュレーター
放射光の位相が揃う。電子は位相の揃った光と相互
作用し、光波長サイズ毎にバンチ圧縮される。光と
の相互作用で電子バンチはエネルギーを失い光を増
幅する。この第 2段階において、放射光パワーはア
ンジュレーター周期数と共に指数関数的に増幅する
(Exponential growth regime)。電子をバンチ圧縮しす
ぎると、電子はオーバーバンチされ第 3段階である
飽和領域 (Saturation regime)に達する。
指数関数的増幅領域での FEL光の成長は cubic方
程式の解として求められ、ゲイン長 (光強度が e倍に
なる距離)が 1/(4π

√
3ρ)になること等、実験をよく

再現する。ここで、

ρ =
1
γ0

[eawF
√

ne/(ε0m)/(4ckw)]2/3 (1)

は FELパラメーター [3]。一方、光の成長と対をなす
電子バンチングの時間発展については、数値計算が
なされているのみである [4]。
本研究の目的は、SASE FEL指数関数的増幅領域
での、電子の位相空間分布の時間発展を 1次元 FEL
方程式を用いて解析的に求めることである。変数の
定義と 1次元 FEL方程式を 2章で示し、解析解を 3
章で求める。電子が最も強くバンチングされる条件
を 4章で求め、飽和条件 ρNw ≈ 1を導く。
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2 . 1次元 FEL 方程式と変数

Brauや Colsonの教科書 [5, 6]では、光がアンジュ
レーター周期数 Nw を通過する時間を 1と定義して
いる。一方、Bonifacioは、アンジュレーター周期数
1/(4πρ)を通過する時間を 1と定義している [3]。こ
のような変数の定義に応じて、FEL方程式は異なっ
た外見を持つ。ここでは、本報告で用いる変数を定義
する。無次元時間を τ = ct/λw とし、光がアンジュ
レーター 1周期を通過する時間を 1とする。無次元
電場は位相 φ(ζ, τ)を使って次のように表される。

a(ζ, τ) =
2πeawλwF

γ0
2mc2

E(ζ, τ) exp[iφ(ζ, τ)], (2)

これは、Colsonの無次元電場を 2N2
wで割ったものに

等しい。E(ζ, τ)は rms光電場である。i番目の電子
の無次元エネルギーは µi(τ) = 4π[γi(t) − γ0]/γ0、
位置は ζi(τ) = [zi(t) − ct]/λ、位相は ψi(τ) =
(kw + k)zi(t)− ωtである。共鳴波長は λ = λw(1 +
a2

w)/(2γ2
0)である。

上定義に基づくと、電場や電子の成長を表す 1次
元 FEL方程式は次のように求められる [6]。

∂a(ζ, τ)
∂τ

= −(4πρ)3〈exp[−iψi(τ)]〉ζi(τ)=ζ , (3)

dµi(τ)
dτ

= a[ζi(τ), τ ] exp[iψi(τ)] + c.c., (4)

dψi(τ)
dτ

= µi(τ). (5)

電子ビームの形状は長方形とし、ρ一定の場合を考
える。

3 . 電子の位相空間分布の成長

FELの発振プロセスの第１段階において、空間・
時間的に一様な電場が形成される [7, 8]。初期一様電
場・位相 |a(0)|eiφ(0) を持つ電場の成長は cubic方程
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式の解で表される [3, 6]。時刻 τ の時の位置 ζ < −τ
の電場は次のように、指数関数的増加項、指数関数
的減少項、振動項からなる。

a(τ) = [|a(0)|eiφ(0)/3][exp(4πρτeiπ/6)
+ exp(−4πρτe−iπ/6)
+ exp(4πρτe−iπ/2)]. (6)

i番目の電子が、時刻 τ ′ に微小時間 δτ ′ の間に受
けるエネルギー変化は式 (4)、(6)を使って δµi(τ ′) =
[a(τ ′)eiψi(τ

′) +c.c.]δτ ′となる。飽和以前のFEL電場
強度は非常に小さいため、電子の位相は初期値から
ほとんど変化せず、ψi(τ ′) ≈ ψi(0)という近似が使え
る。この近似を使うと、エネルギー変化は δµi(τ ′) ≈
[a(τ ′)eiψi(0) +c.c.]δτ ′となる。i番目の電子のトータ
ルのエネルギー変化 µi(τ)は、時刻 0から τ までの
エネルギー変化全てを足したものとなり、次の様に
記述できる。

µi(τ) =
∫ τ

0

{a(τ ′) exp[iψi(0)] + c.c.}dτ ′. (7)

式 (7)に式 (6)を代入して積分すると次式となる。

µi(τ) = {2|a(0)|/[3(4πρ)]} ×
{e2π

√
3ρτ cos[ψi(0) + φ(0) + 2πρτ − π/6]

−e−2π
√

3ρτ cos[ψi(0) + φ(0) + 2πρτ + π/6]
+ cos[ψi(0) + φ(0)− 4πρτ + π/2]}. (8)

式 (8)は、指数関数的増加項、指数関数的減少項、振
動項を持つ。

i番目の電子が、時刻 τ ′に微小時間 δτ ′の間に受け
る位相変化は、式 (5)を使って δψi(τ ′) = µi(τ ′)δτ ′
となる。トータルの位相変化は時刻 0から τ までの
合計であり、次のように表される。

∆ψi(τ) = ψi(τ)− ψi(0) =
∫ τ

0

µi(τ ′)dτ ′. (9)

式 (9)に式 (8)を代入して積分すると次式となる。

∆ψi(τ) = {2|a(0)|/[3(4πρ)2]} ×
{e2π

√
3ρτ cos[ψi(0) + φ(0) + 2πρτ − π/3]

+e−2π
√

3ρτ cos[ψi(0) + φ(0) + 2πρτ + π/3]
+ cos[ψi(0) + φ(0)− 4πρτ + π]}. (10)

式 (8)と (10)を使って、

X = ∆ψi(τ)/{|a(0)|e2π
√

3ρτ/[3(4πρ)2]} (11)

Y = µi(τ)/{|a(0)|e2π
√

3ρτ/[3(4πρ)]} (12)

からなる位相空間上の電子分布を求め、図 1に示す。
電子の位相空間分布は 4πρτ < 4 で徐々に変化し、
4πρτ ≥ 4ではほぼ一定になる。

時刻 τ の電場ゲインは式 (10)を式 (3)に代入して、
次のように求まる。

∂a(τ)
∂τ

=
4πρ|a(0)|eiφ(0)

3
[exp(4πρτeiπ/6 + iπ/6)

− exp(−4πρτe−iπ/6 − iπ/6)
+ exp(4πρτe−iπ/2 − iπ/2)]. (13)

この式は 2|a(0)|e2π
√

3ρτ/[3(4πρ)2] ¿ 1 の時に成り
立ち、式 (6)の時間微分 ∂a(τ)/∂τと全く同じである。
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図 1: 4πρτ = 2, 3, 5, 7, 10の時のX [式 (11)]、Y [式
(12)]位相空間での電子分布。電子マイクロバンチ中
心位置は 4πρτ ≥ 4の時 (X, Y ) = (0,−1)。

4 . 高ゲイン領域での電場、電子の成長

4πρτ ≥ 4を高ゲイン領域と定義する。この領域で
は、電場、電子のエネルギ.ー・位相変化は指数関数的
増加項のみで漸近的に表される。電場は位相 φ(τ) =
2πρτ + φ(0)を使って次のように記述される。

a(τ) ∼ [|a(0)|/3]e2π
√

3ρτeiφ(τ) (14)

i番目の電子のエネルギー・位相変化は次の通り。

µi(τ) ∼ {2|a(0)|e2π
√

3ρτ/[3(4πρ)]} ×
cos[ψi(0) + φ(τ)− π/6], (15)

∆ψi(τ) ∼ {2|a(0)|e2π
√

3ρτ/[3(4πρ)2]} ×
cos[ψi(0) + φ(τ)− π/3]. (16)

X、Y 位相空間での電子の分布はX2+Y 2−√3XY =
1という楕円で表される。
電子マイクロバンチ中心座標は ∆ψi(τ) = 0 と
いう条件を満たす。各電子の初期位置が ζi+1(0) <
ζi(0)の場合、バンチ中心の両隣の電子の位相変化は
∆ψi+1(τ) > 0、∆ψi−1(τ) < 0となる。従って、マ
イクロバンチ中心は、ψi(0) + φ(τ)− π/3 = π/2を
満たす位相を持つ電子であり、高ゲイン領域でのバ
ンチ中心の座標は (X, Y ) = (0,−1)である。
電子分布の時間発展を∆ψi(τ)、µi(τ)位相空間で
調べたものを図 2に示す。実線、点線、鎖線はそれぞ
れ 4πρτ = 10, 11, 12の時の分布を示す。4つの異な
る初期位相を持つ電子の時間発展も示している。楕
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図 2: 4πρτ = 10 (実線), 11 (点線), 12 (鎖線) の時の
∆ψi(τ)、µi(τ) 位相空間での電子分布。4つの異な
る初期位相を持つ電子の位相空間内での成長を、□
(初期位相:0)、■ (π/2)、○ (π)、● (3π/2)で表して
いる。

円形の位相分布は時間と共に時計回りで回転しなが
ら、その大きさが指数関数的に増加する。それぞれ
位相 φ(τ)と電場の大きさ |a(τ)|の成長を反映してい
る。各時刻において、∆ψi(τ) = 0かつ µi(τ) < 0と
なる点が電子マイクロバンチ中心である。バンチ中
心のエネルギーの指数関数的な減少は、電場エネル
ギーの指数関数的な増加に対応する。
高ゲイン領域での電場ゲインは、式 (13) から

∂a(τ)/∂τ = [|a(0)|eiφ(0)/3][exp(4πρτeiπ/6 + iπ/6)
となるが、これは |∆ψi(τ)| ¿ 1 の場合である。飽
和近くでは、電子の位相変化が大きく |∆ψi(τ)| > 1
となるため、式 (13)は使えない。ただ、式 (14)を式
(16)に代入して得られる振幅ゲインの式は使える。

∂|a(τ)|/∂τ = −(4πρ)3〈cos{ψi(0) + φ(τ)+
2[|a(τ)|/(4πρ)2] cos[ψi(0) + φ(τ)− π/3]}〉ζi(τ)=ζ . (17)

|a(τ)|/(4πρ)2 の関数として式 (17)を計算すると、
|a(τopt)|/(4πρ)2 = 0.92 の時に最大値 (4πρ)3/2 と
なることがわかる。計算では、ψi(0) + φ(τ)の値が
2πに渡って一様であることを利用する。τoptは電子が
最適にバンチされる時刻を表す。最適バンチ後、オー
バーバンチによりゲインは減少する [7]。最適にバン
チされた時の電場振幅は次のようになる。

|a(τopt)| = [|a(0)|/3]e2π
√

3τopt = 0.92(4πρ)2 (18)

これは、数値計算で求められた SASEピーク電場 [3]
の 80%の値である。
電子が最適にバンチングされるアンジュレーター
周期数 Nw は式 (18) から求められる。初期電場
強度 |a(0)| は式 (3) と共鳴波長単位での平均値
〈cos[ψi(τ)]〉ζi(τ)=ζ の標準偏差を使って導くことがで
きる。標準偏差は単位体積 λΣに含まれている電子の
数Ne = neλΣを使って 1/(2Ne)と表される [9]。こ
こで、Σ = λ[ZR + (Nwλw)2/(12ZR)]/2はアンジュ
レーター長に渡って平均化した実効的な放射光電場
の面積、ZRは Rayleigh長 [5]. 式 (1)より、電子ビー
ム密度は ne = (16ρ3γ3

0ε0mc2k2
w)/(e2a2

wF 2)となる
ので、初期振幅は |a(0)| = Pρ3/2と求まる。ここで、

P = 2.97× 10−5Faw

√
γ0λ/(2Σ)(1 + a2

w)−1. (19)

|a(0)| = Pρ3/2 を式 (18)に代入すると、

2π
√

3ρNw = 6.1− ln(P ) + (1/2) ln(ρ) (20)

となる。ρが 0.001から 0.01の範囲にあることと、P
がほぼ全てのコンプトン FEL [11]において 2×10−5

から 3× 10−4の範囲にあることを考慮すると、ρNw

は 0.99から 1.3の間にある。これは、よく知られた
SASE FELの飽和条件 ρNw ≈ 1 [7] とほぼ同じで
ある.

5 . まとめ

SASE FELにおける電子の位相空間分布成長の解
析解を、1次元FEL方程式を使って求めた。電場成長
を表す cubic方程式の解と同様、電子の成長も指数関
数的増加、指数関数的減少、振動項からなる解で表さ
れる。4πρτ > 4で定義される高ゲイン領域において
は、(∆ψi(τ),µi(τ))の位相空間上で、波長単位の電
子マイクロバンチは楕円曲線上に分布する。楕円は時
計回りに回転しながら指数関数的にその大きさが増
加する。電子マイクロバンチの中心は∆ψi(τ) = 0、
µi(τ) < 0に位置し、楕円の大きさの指数関数的な増
加は電場エネルギーの指数関数的な増加に対応する。
本研究で、東北大学 浜広幸 教授、KEK 平松成範
教授に御助言を頂きました。ここに感謝致します。
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